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§２．整数の構成 

 自然数Ｎの諸法則が証明されて、その構造が明らかになったので、これを整数Ｚまで拡張

してみよう。そのさい、０および負数はこれまでは数直線を左に延長する等の手段によって

説明されてきた。 

 しかし、ここではあくまでＮの範囲内だけで、換言すればＮの要素だけを使って、Ｚを組

立ててみることにしよう。つまりＮからＺを構成するのである。 

 まずＮの２つの要素ａ,ｂの組[ａ,ｂ]を考える。つまりこれはＮの要素を成分とする２次

元のベクトルと考えてもよい。このようなベクトル全体の集合をＮ²で表わす。 

 このＮ²のなかにつぎのような２項関係を導入する。 

 Ｎ²の２つの要素[ａ,ｂ]，[ｃ,ｄ]は 

               ａ＋ｄ＝ｂ＋ｃ 

のとき、 

               [ａ,ｂ]～[ｃ,ｄ] 

と定義する。 

 まずこの２項関係は同値律を満足することを証明しよう。 

反射律：ａ＋ｂ＝ｂ＋ａだから、 

               [ａ,ｂ]～[ａ,ｂ] 

対称律：[ａ,ｂ]～[ｃ,ｄ]ならばａ＋ｄ＝ｂ＋ｃ 

したがって 

           ｂ＋ｃ＝ａ＋ｄ，ｃ＋ｂ＝ｄ＋ａ 

だから 

               [ｃ,ｄ]～[ａ,ｂ] 

推移律：[ａ,ｂ]～[ｃ,ｄ]，[ｃ,ｄ]～[ｅ,ｆ]なら 

               ａ＋ｄ＝ｂ＋ｃ 

両辺にｆを加えると 

           ａ＋ｄ＋ｆ＝ｂ＋ｃ＋ｆ 

          （[ｃ,ｄ]～[ｅ,ｆ]だからｃ＋ｆ＝ｄ＋ｅ） 

                ＝ｂ＋ｄ＋ｅ 

したがって 

             (ａ＋ｆ)＋ｄ＝(ｂ＋ｅ)＋ｄ 

加法の消去法によって 

             ａ＋ｆ＝ｂ＋ｅ 

だから 

             [ａ,ｂ]～[ｅ,ｆ] 

 以上で反射的，対称的，推移的という同値が成り立つことがわかったのでＮ²は同値の要

素の類に分かれることがわかった。 
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 ここでそのＮ²に加法を導入してみよう。 

           [ａ,ｂ]＋[ｃ,ｄ]＝[ａ＋ｃ,ｂ＋ｄ] 

と定義する。ここで 

           [ａ,ｂ]～[ａ’,ｂ’] 

           [ｃ,ｄ]～[ｃ’,ｄ’] 

のとき 

           [ａ,ｂ]＋[ｃ,ｄ]～[ａ’,ｂ’]＋[ｃ’,ｄ’] 

となることを証明しよう。そのためには 

           [ａ＋ｃ,ｂ＋ｄ]～[ａ’＋ｃ’,ｂ’＋ｄ’] 

を証明すればよい。 

           (ａ＋ｃ)＋(ｂ’＋ｄ’)＝(ａ＋ｂ’)＋(ｃ＋ｄ’) 

（[ａ,ｂ]～[ａ’,ｂ’]だからａ＋ｂ’＝ａ’＋ｂ 

  [ｃ,ｄ]～[ｃ’,ｄ’]だからｃ＋ｄ’＝ｃ’＋ｄ 

  となる。これを代入すると、） 

          ＝(ａ’＋ｂ)＋(ｃ’＋ｄ)＝(ａ’＋ｃ’)＋(ｂ＋ｄ) 

だから 

      [ａ＋ｃ,ｂ＋ｄ]～[ａ’＋ｃ’,ｂ’＋ｄ’] 

      [ａ,ｂ]＋[ｃ,ｄ]～[ａ’,ｂ’]＋[ｃ’,ｄ’] 

したがって、加法において同じ類のもので置き換えても和の属する類は同じになる。 

 ここで加法の諸法則を確かめていこう。 

交換法則：  

      [ａ,ｂ]＋[ｃ,ｄ]＝[ａ＋ｃ,ｂ＋ｄ] 

              ＝[ｃ＋ａ,ｄ＋ｂ] 

             ＝[ｃ,ｄ]＋[ａ,ｂ] 

結合法則： 

     [[ａ,ｂ]＋[ｃ,ｄ]]＋[ｅ,ｆ] 

              ＝[ａ＋ｃ,ｂ＋ｄ]＋[ｅ,ｆ] 

              ＝[[ａ＋ｃ]＋ｅ,[ｂ＋ｄ]＋ｆ] 

              ＝[ａ＋[ｃ＋ｅ],ｂ＋[ｄ＋ｆ]] 

              ＝[ａ,ｂ]＋[ｃ＋ｅ,ｄ＋ｆ] 

              ＝[ａ,ｂ]＋[[ｃ,ｄ]＋[ｅ,ｆ]] 

 


